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Ïóñòü k = Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, char k = p, q = pr. Ãðóïïà îáðàòèìûõ

ìàòðèö GL(n,Fq) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Â ðàáîòå íàéäåí ìàê-

ñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà è ýêñïîíåíòà ýòîé ãðóïïû. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà

ãðóïïû ðàâåí qn − 1. Ýêñïîíåíòà ãðóïïû ðàâíà p⌈logp n⌉ ·ÍÎÊ(qn − 1, qn−1 − 1, . . . , q − 1).

�1. Îöåíêà ïîðÿäêà ýëåìåíòà

ãðóïïû GL(n,Fq)

Ïóñòü A ∈ GL(n,Fq), J � æîðäà-
íîâà ôîðìà A, òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
T ∈ GL(n,Fq) òàêàÿ, ÷òî J = T−1 ·A·T , ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîðÿäêè ìàòðèö J è A ñîâïà-
äàþò è ìîæíî ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ æîðäà-
íîâûõ ôîðì ìàòðèö, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò
çàäà÷ó. Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû èìååò
áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, êàæäûé áëîê �
ýòî æîðäàíîâà êëåòêà, à çíà÷èò, äîñòàòî÷íî
èçó÷èòü íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü æîðäàíîâîé
êëåòêè. Êàê èçâåñòíî, (i, j)-é ýëåìåíò r-é
ñòåïåíè æîðäàíîâîé êëåòêè

J =


α 1 0 . . . 0
0 α 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . α


ïðè i < j ðàâåí Cj−i

r · αr−j+i.
Â íàøåì ñëó÷àå ìàòðèöà J îáðàòè-

ìà, ñëåäîâàòåëüíî, α ̸= 0. Èç ïðèâåäåííîé
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âûøå ôîðìóëû ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ
òîãî, ÷òîáû æîðäàíîâà êëåòêà â êàêîé-òî
ñòåïåíè äàëà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû Ck

r ñòàëè ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ
k îò 1 äî r − 1, à Cr

r âûøåë çà ãðàíèöû
ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû, è ñòåïåíü äåëè-
ëàñü íà ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-
ïû ïîëÿ Fq. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò,
÷òî p | Ck

r äëÿ âñåõ k îò 1 äî r − 1, òà-
êîå âîçìîæíî, åñëè n = pd, ïðè÷åì d íåîá-
õîäèìî âûáðàòü òàê, ÷òîáû Cr

r âûøåë çà
ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé êëåòêè, îòñþäà
d = ⌈logp n⌉. Ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó
äëÿ ïîðÿäêà J :

ord J 6 p⌈logp n⌉(q − 1).

Òåïåðü ïóñòü îáðàòèìàÿ ìàòðèöà
A ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ æîðäàíîâûõ
êëåòîê J1, J2, . . . , Jn, èõ ðàçìåðû ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, t1, t2, . . . , tn, ñîáñòâåííûå
÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå èì, èìåþò âèä
α1, α2, . . . , αn, èõ ïîðÿäêè ðàâíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, q1, q2, . . . , qn. Òîãäà ïîðÿäîê ìàòðè-
öû íå ïðåâîñõîäèò

ordA 6 p⌈logp(maxi=1,...,n ti)⌉q1q2 . . . qn.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A ∈ GL(n,Fq),
òîãäà ordA 6 qn − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) �
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðè-
öû A. Â êîëüöå Fq[x] îí îäíîçíà÷íî ðàç-
ëàãàåòñÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè:

f = f l1
1 (x) f

l2
2 (x) . . . f

lk
k (x).

Îáîçíà÷èì ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ èç
ðàçëîæåíèÿ ÷åðåç t1, t2, . . . , tk ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà ïîðÿäîê ìàòðèöû ðàâåí

n = t1l1 + t2l2 + . . .+ tklk.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäêè êîðíåé fi â àë-
ãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè ïîëÿ Fq íå ïðå-
âîñõîäÿò qti − 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïî-
ëå Fq[x]/(fi(x)) ìíîãî÷ëåí fi ðàçëàãàåòñÿ
íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, à ïîðÿäîê ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ýòîãî ïîëÿ ðàâåí
qti − 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî âñå ti ðàçëè÷íû. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïîðÿäîê ìàòðèöû íå ïðåâîñõîäèò

p⌈logp(maxi=1,...,k li)⌉
n∏

i=1

(qti − 1).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

p⌈logp(maxi=1,...,k li)⌉
n∏

i=1

(qti − 1) 6 qn − 1.

Ïðèìåíèì î÷åâèäíóþ îöåíêó

p⌈logp(maxi=1,...,k li)⌉(q
∑

ti − 1) 6 qn − 1.

Ïóñòü q = pt è maxi=1,...,k li = lj, ïîëó÷èì

p⌈logp lj⌉(pt
∑

ti − 1) 6 ptn − 1.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

p⌈logp lj⌉+t
∑

ti − 1 6 ptn − 1,

÷òî ðàâíîñèëüíî

⌈logp lj⌉+ t
∑

ti 6 tn;

äðóãèìè ñëîâàìè,

⌈logp lj⌉+ t
∑

ti 6 t(t1l1 + . . .+ tklk).

Ïðèìåíÿÿ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïîëó÷àåì, ÷òî

⌈logp lj⌉ 6 t((t1 − 1)l1 + . . .+ (tk − 1)lk).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî î÷å-
âèäíîãî ôàêòà, ÷òî

⌈logp lj⌉ 6 t(tj − 1)lj.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

�2. Ïîñòðîåíèå ýëåìåíòà

ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà

è ýêñïîíåíòà ãðóïïû GL(n,Fq)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ýëåìåíò
ìàêñèìàëüíîãî (ïî îöåíêå èç Òåîðåìû 1)
ïîðÿäêà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ôðîáå-
íèóñîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó ìàòðèöû [2].
Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî ìàòðèöà âèäà

0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 1 . . . 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −an−1

 ,

ãäå ai � ëþáûå ÷èñëà. Å¼ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ýëåìåíòà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

1. Íåîáõîäèìî íàéòè p(λ) � óíèòàð-
íûé ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä
ïîëåì Fq), îí íàéä¼òñÿ, òàê êàê ñóùåñòâó-
åò ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîé
ñòåïåíè [1].

2. Ïî êîýôôèöèåíòàì ïîëó÷åííîãî
ìíîãî÷ëåíà

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0

íóæíî âîññòàíîâèòü ìàòðèöó
0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 1 . . . 0 −a2
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 −an−1

 ,
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õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîòîðîé
èìååò âèä

f(λ) = p(λ).

Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî Fq[λ]/p(λ), êî-
òîðîå èç-çà íåïðèâîäèìîñòè p(λ) ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì; â í¼ì áóäóò ëåæàòü âñå êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà p(λ), ïóñòü ýòî ÷èñëà α1, α2, . . . , αn ∈
Fq[λ]/p(λ). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ æîðäàíîâà
êëåòêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn

 .

×òîáû ìàòðèöà â êàêîé-òî ñòåïåíè
äàëà åäèíè÷íóþ, íóæíî, ÷òîáû âñå êîðíè
â ýòîé ñòåïåíè äàâàëè åäèíèöó. Ïîñêîëüêó
âñå îíè ñòåïåíè îäíîãî ýëåìåíòà, çíà÷èò,
ñòåïåíü êðàòíà ïîðÿäêó ãðóïïû, òî åñòü
ñòåïåíü äåëèòñÿ íà qn − 1. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ýòîò ýëåìåíò � îáðàçóþùàÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ, à çíà÷èò, åãî ïî-
ðÿäîê ðàâåí qn − 1. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà è
áóäåò èìåòü ïîðÿäîê qn − 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýêñïîíåíòà
ãðóïïû GL(n,Fq) ðàâíà

p⌈logp n⌉ ·ÍÎÊ(qn − 1, qn−1 − 1, . . . , q − 1).

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî exp(GL(n,Fq)) íå
ìåíüøå, ÷åì

p⌈logp n⌉ ·ÍÎÊ(qn − 1, qn−1 − 1, . . . , q − 1).

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíî-
æèòåëÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó òàêîãî
ïîðÿäêà. Äîïóñòèì, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
ìàòðèöó ïîðÿäêà qi−1, òîãäà âîçüì¼ì ìàò-
ðèöó ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà A ∈ GL(i,Fq)
è ïîìåñòèì å¼ â âåðõíèé ëåâûé óãîë ìàò-
ðèöû n × n, íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ íà äèà-
ãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò åäèíèöû, à îñòàëü-
íûå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íó-
ëþ. Ìàòðèöó ïîðÿäêà p⌈logp n⌉(q − 1) ìîæíî
ïîñòðîèòü, âçÿâ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîèò îáðàçóþ-
ùàÿ ãðóïïû F∗

q.

Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî çàìåòèòü,
÷òî exp(GL(n,Fq)) íå áîëüøå, ÷åì

p⌈logp n⌉ ·ÍÎÊ(qn − 1, qn−1 − 1, . . . , q − 1).

Äåéñòâèòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðå-
ìû 1 âèäíî, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà èìååò ïî-
ðÿäîê, êîòîðûé äåëèò äàííîå âûðàæåíèå.
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