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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ МОДЕЛИ ИЗИНГА МЕТОДОМ 

МОНТЕ-КАРЛО ВО ВНЕШНЕМ ПОСТОЯННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 
А. А. Бирюков, Я. В. Дегтярева, М. А. Шлеенков 

 
Методом Монте-Карло исследуется поведение двумерной модели Изинга во внешнем по-

стоянном магнитном поле. Показана зависимость конфигурации системы спинов от ранее прини-

маемых состояний при различных температурах. 

 

Изучение 

магнитных свойств веществ 

представляет интерес, как с теоретической, 

так и с практической стороны. Магнитные 

материалы широко используются в меди-

цине, биологии, инженерии и многих других 

областях человеческой деятельности.  

Все вещества можно разделить по 

магнитным свойствам на три группы. 

Ферромагнетики выстраивают свою 

кристаллическую решетку при низких тем-

пературах так, что магнитные поля атомов 

однонаправленные и усиливают друг друга, 

в результате чего возникает магнитное поле 

за пределами материала. 

В парамагнетиках нет внутренних 

сил выравнивания магнитной ориентации 

атомов, поэтому собственного магнитного 

поля они не создают. Однако для парамагне-

тиков характерна способность к временному 

намагничиванию, то есть магнитные момен-

ты атомов выстраиваются в одном направле-

нии при помещении вещества во внешнее 

сильное магнитное поле. 

В диамагнетиках атомы также не об-

ладают собственным магнитным моментом, 

однако при помещении такого материала во 

внешнее поле его электроны создают соб-
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ственное магнитное поле, направленное в 

противоположную сторону по сравнению с 

внешним. 

В парамагнетиках экспериментально 

наблюдается фазовый переход второго рода. 

При понижении температуры до определен-

ного критического значения, характерного 

для каждого парамагнетика, наблюдается 

резкий скачок намагниченности образца. Он 

становится ферромагнетиком. Намагничен-

ность сохраняется при более низких темпе-

ратурах и исчезает при температурах выше 

критической. 

Изучение фазовых переходов и свя-

занных с ними критических явлений тради-

ционно привлекают к себе активное внима-

ние физиков. В настоящее время представ-

ление о фазовых переходах проникают в 

различные области физики (физика твердого 

тела, физическая химия, биохимия и биофи-

зика макромолекул, квантовой электроники). 

Большой интерес представляют фазовые пе-

реходы второго рода, связанные с пере-

стройкой структуры вещества без обмена 

энергией с окружающей средой.  

Для изучения закономерностей фазо-

вых переходов весьма удобны оказались мо-

дели теории магнетизма. Для описания маг-

нитных систем существует целый ряд моде-

лей.  

Модель магнитной системы, состоя-

щей из элементарных магнитных моментов с 

двумя возможными ориентациями «вверх» и 

«вниз» была введена Вильгельмом Ленцем в 

1920 году для объяснения магнитных 

свойств твердых тел [1]. Позже эта концеп-

ция была развита его учеником  Э. Изингом 

для исследования свойств ферромагнетиков. 

В своей диссертации 1924 года [2] 

Э. Изинг доказал, что в одномерной линей-
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ной цепочке спинов, связанных взаимодей-

ствием с ближайшими соседями, фазового 

перехода не существует. Однако двумерная 

модель прекрасно иллюстрирует фазовый 

переход между ферромагнитным и парамаг-

нитным состояниями (фазовый переход вто-

рого рода), что было показано в 1942 году  Л. 

Онсагером, который смог точно рассчитать 

статистическую сумму такой модели [3]. 

Данная модель позволяла не только объяс-

нить переход, но и определить температуру 

фазового перехода. Двумерная модель Э. 

Изинга рассматривалась многими авторами, 

которые уточняли методы точного решения 

задачи описания фазовых переходов [4–8]. 

Представляет интерес изучение пове-

дения модели Изинга при разных температу-

рах и различных значениях действующего на 

образец магнитного поля методами компью-

терного моделирования. 

 Модель Э. Изинга. Двумерная мо-

дель описывается решеткой, в узлах которой 

расположены спины, принимающие только 

два значения: +1 или –1 (направление спина 

«вверх» или «вниз»). Гамильтониан системы 

имеет вид: 

 
neighbours i

iBji ShSSJH 

 
где J – константа взаимодействия между 

спинами, Â – магнетон Бора, iS – значение 

спина в i-м узле решетки, h – внешнее поле. 

Вероятность нахождения спина в каждом 

конкретном состоянии задается распределе-

нием Гиббса: 

)
1

exp(
1

H
kTZ

P 
,                                       

где k – коэффициент Больцмана, T  – темпе-

ратура, Z – нормировочная константа. 

Для модели Э. Изинга существует 

аналитическое решение [2], однако оно по-

лучено для случая, когда внешнее поле h 

равно нулю. Если же внешнее поле отлично 

от нуля, то для решения удобнее воспользо-

ваться численными методами. Один из таких 

методов – метод Монте-Карло. 

Метод Монте-Карло – численные 

методы решения математических задач и 

прямое статистическое моделирование (фи-

зических, химических и других процессов) 

при помощи получения и преобразования 

случайных чисел. Основное преимущество 

методов Монте-Карло по сравнению с дру-

гими аналитическими и численными мето-

дами состоит в том, что с их помощью мож-

но исследовать физические явления любой 

сложности, которые нельзя или очень трудно 

решить другими способами. Алгоритм со-

ставляется для одного случайного испытания 

(шага модели), а затем испытание повторяет-

ся большое число раз, причем все шаги 

должны быть независимы.  

Впервые этот метод был исследован в 

1873 году Холлом для экспериментального 

определения числа   путем бросания иглы 

на лист линованной бумаги. А в 1949 году 

Метрополис и Улам использовали метод 

Монте-Карло для решения линейных инте-

гральных уравнений [9, 10]. 

В статистической физике метод Мон-

те-Карло начал применяться достаточно дав-

но. Он позволяет проводить «эксперименты» 

на эффективных «кристаллах» с любым га-

мильтонианом взаимодействия, что помогает 

исследовать такие явления, как, например, 

фазовые переходы. 

При численных расчетах методом 

Монте-Карло сначала задается начальная 

конфигурация переменных модели, храни-

мых в памяти компьютера. Затем последова-

тельно производятся псевдослучайные изме-

нения переменных так, чтобы получаемая 

плотность вероятности появления некоторой 

конфигурации С была пропорциональна 

больцмановскому фактору: 
)()( CHeCp 
, 

где Н(С) – называется действием, опреде-

ленным на конфигурации, β – обратная тем-

пература. После этого конфигурация С заме-

няется на некоторую новую конфигурацию 

C', для которой снова вычисляется H(C') и 

сравнивается с H(C). Если действие умень-

шается, то есть H(C') имеет больший больц-

мановский вес, чем H(C), то замена конфи-

гурации C на C' принимается (условие теп-

лового равновесия с окружающей средой). 

 

Постановка задачи 

Имеется двумерная модель Э. Изинга 

с решеткой спинов размера N*N. На решетку 

действует внешнее постоянное магнитное 

поле h. Гамильтониан системы имеет вид: 
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В данной работе при помощи метода 

Монте-Карло исследуется состояние систе-

мы, описываемой моделью Э. Изинга при 

различных температурах. 

 

Алгоритм решения 

1. Установка значений параметров. 

При решении задачи предполагалось, что 

константа взаимодействия между спинами J 

и коэффициент Больцмана Bk  равны 1. Раз-

мерность решетки была взята равной 100. 

Значения магнитного поля брались различ-

ные, конкретные значения указаны непо-

средственно на графиках. 

2. Инициализация двумерной решет-

ки. Двумерная решетка представлена матри-

цей, элементы которой – значения спинов в 

данном узле. Решетка считается периодиче-

ской, то есть учитывается выход за ее грани-

цы при подсчете энергии взаимодействия с 

соседями. Начальное состояние решетки за-

дается при T→∞ («горячий» старт, β = 0) и 

нулевом магнитном поле h. В этом случае 

вероятность того, что спин jiS ,  примет зна-

чение +1, равна 

2

1
)1(

)1()1(

)1(









HH

H

ee

e
P





, 

то есть спины расположены хаотически, а 

намагниченность обращается в ноль. Поэто-

му при β = 0 спины решетки задаются произ-

вольным образом, и каждый спин направлен 

в противоположную сторону по отношению 

к своим соседям.  

3. При охлаждении и действии внеш-

него поля конфигурация решетки меняется. 

Поэтому конфигурацию решетки нужно из-

менить до нужной температуры. Направ-

ления спинов решетки меняются в соответ-

ствии с формулами (см. шаг 4). Измерения 

при этом не производятся. 

4. Далее для каждого узла решетки 

вычисляем значение энергии Н и вероятно-

сти  

)1()1(
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(поскольку спин принимает лишь два воз-

можных значения: +1 или –1). Затем, соглас-

но алгоритму Монте-Карло, генерируется 

псевдослучайное число x из отрезка [0, 1] и 

сравнивается с полученными значениями ве-

роятностей. В случае, когда x > P(+1) значе-

ние спина принимается равным –1, иначе +1.  

5. Следующий шаг – для определен-

ного значения внешнего поля и температуры 

вычислить среднее значение намагниченно-

сти по всей решетке. Намагниченность 

здесь – алгебраическая сумма спинов систе-

мы. Поскольку метод Монте-Карло является 

статистическим, то необходимо проделать 

несколько измерений для каждой конфигу-

рации, а потом провести по ним усреднение. 

 

Результаты и их обсуждение 

На рисунке 1 изображена зависимость 

намагниченности от температуры при раз-

личных значениях магнитного поля.  

Рис. 1. Графики зависимости средней намагниченности от температуры  

для различных значений внешнего магнитного поля 
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Как видно из графика, при увеличе-

нии величины внешнего поля температура 

фазового перехода возрастает. Температура 

фазового перехода определяется из условия: 

разница между соседними значениями 

намагниченности максимальная. Для нулево-

го магнитного поля она равна 2,5 К, что сов-

падает с результатами теоретических расче-

тов. Для данной системы характерно такое 

явление как гистерезис, то есть состояние 

системы зависит не только от значений тем-

пературы, внешнего поля и взаимодействия 

между спинами, но и от предыстории систе-

мы, то есть от состояний, которые она при-

нимала ранее. На рисунке 2 изображены пет-

ли гистерезиса для различных фиксирован-

ных температур. Исследования проводились 

для двух случаев: в первом случае величина 

внешнего поля менялась от –5 до 5 Тл 

(сплошная линия), во втором случае – от 5 до 

–5 Тл (пунктирная линия). 

 
                                         (a)                                                                            (б)

 

 
 

 

Рис. 2. Гистерезис системы при различных температурах 

(а) – температура ниже критической, (б) – в окрестности точки фазового перехода,  

(в) – температура больше критической

   

Заключение 

При низких температурах (β→∞) 

энергия системы уменьшается, и спины 

упорядочиваются в одном направлении. 

Уровень упорядоченности спинов опреде-

ляется намагниченностью системы. Самое 

сильное изменение конфигурации спинов 

происходит в окрестности точки фазового 

перехода (здесь фазовый переход «ферро-

магнетик – парамагнетик» второго рода, 

при котором нарушается симметрия си-

стемы). Намагниченность выступает в ка-

честве параметра порядка. При критT  кри-

тической температуре средняя намагни-

ченность в двумерной модели Э. Изинга 

стремится к нулю с бесконечным накло-

ном. В этом интервале наблюдается резкий 

(в) 
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«скачок» кривой зависимости намагничен-

ности решетки от  температуры T. При 

температуре критTT   ориентация спинов 

решетки существенно зависит от состоя-

ний, которые система принимала прежде. 

Однако, начиная от температуры фазового 

перехода, такая зависимость исчезает. Это 

означает, что спины упорядочены в одном 

направлении. Таким образом, по наличию 

или отсутствию гистерезиса можно ска-

зать, в каком состоянии (ферромагнитном 

или парамагнитном) находится вещество.    
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