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ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО ФАЗОВЫХ

ПЕРЕХОДОВ В МОДЕЛИ ИЗИНГА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ

РАЗМЕРОВ РЕШЕТКИ И РАДИУСОВ КОРРЕЛЯЦИИ

А. А. Бирюков, Я. В. Дегтярева, М. А. Шлеенков

В работе рассмотрены фазовые переходы в двумерной и трехмерной решетках
Изинга в зависимости от их размеров и радиусов корреляции методом Монте-Карло.
Показано, что оптимальный размер решетки для двумерной модели – порядка 104

элементов, а для трехмерной – 106 элементов. Увеличение радиуса взаимодействия
между спинами приводит к повышению температуры фазового перехода.

Изучение фазовых переходов и связан-
ных с ними критических явлений тради-
ционно привлекают к себе активное вни-
мание физиков. В настоящее время пред-
ставления о фазовых переходах проника-
ют в различные области физики (физика
твердого тела, физическая химия, биохи-
мия и биофизика макромолекул, квантовая
электроника) [1]. Большой интерес пред-
ставляют фазовые переходы второго рода,
связанные с перестройкой структуры ве-
щества без обмена энергией с окружаю-
щей средой. Описание фазовых переходов
на основе микроскопической модели ве-
щества представляет большие математиче-
ские трудности ввиду сложной структуры
реальных веществ и сложных потенциалов
взаимодействия между атомами. В связи
с этим для исследования закономерностей
фазовых переходов рассматриваются моде-
ли, отображающие основные свойства ре-
ального тела и позволяющие провести чис-
ленное или аналитическое описание систе-
мы и таким образом описать фа-
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зовый переход. Для изучения закономер-
ностей фазовых переходов весьма удоб-
ны оказались модели теории магнетизма.
Для описания магнитных систем суще-
ствует множество моделей. Одна из них
впервые была предложена в 1920 году В.
Ленцем [2]. В своей диссертации 1924 года
[3] Э. Изинг рассмотрел частный случай
линейной цепочки спинов, связанных вза-
имодействием с ближайшими соседями. Он
показал, что в одномерной модели фазо-
вого перехода не существует. Предложен-
ная модель Изинга активно исследуется с
1920-х годов. Двумерная модель Изинга
прекрасно иллюстрирует переход парамаг-
нетик – ферромагнетик, что было дока-
зано в 1942 году Л. Онсагером [4], ко-
торый смог точно рассчитать статистиче-
скую сумму такой модели. Далее двумер-
ная модель Изинга рассматривалась Чжэ-
ньнином Янгом [5], который вывел значе-
ние спонтанной намагниченности. Ю. М.
Зиновьевым [6] были исследованы пределы
статистической суммы и корреляционной
функции на бесконечной решетке. Одна-
ко трехмерная модель Изинга не поддава-
лась аналитическому исследованию и вста-
ла проблема ее изучения методами числен-
ного моделирования. Численное моделиро-
вание базировалось на методе Монте-Кар-
ло, и апробация была проведена на дву-
мерных моделях [7].

В настоящее время разрабатываются
новые методы численного моделирования
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спиновых стекол как двумерной модели
Изинга [8]. Так, в работе М. Ройяс с со-
авторами [9] спиновая решетка моделиру-
ется пятиугольниками (классическая мо-
дель Изинга моделируется четырехуголь-
никами). В данной модели до достижения
критической температуры авторы получают
необычно низкие значения энтропии и теп-
лоемкости.

В работе В. В. Прудникова с соав-
торами [10] описаны результаты компью-
терного моделирования критического по-
ведения трехмерной неупорядоченной мо-
дели Изинга, полученные результаты со-
гласуются с результатами эксперименталь-
ных исследований критического поведения
разбавленных изингоподобных магнетиков.
Методами нейтронной дифракции иссле-
дуется фазовая динамика монокристаллов
Ba(Fe1−xCox)2As2, которая была успешно
объяснена на трехмерной решетке Изин-
га [11]. Активно изучаются концентраци-
онные фазовые переходы в магнетиках с
РККИ-обменным взаимодействием между
случайно распределенными по узлам кри-
сталлической решетки спинами и между
случайно распределенными по объему сфе-
рическими наночастицами в немагнитной
матрице [12–13].

Модель Изинга используется при мо-
делировании адсорбции в наноструктурах.
Разрабатываются алгоритмы и программы
для расчета времени релаксации и корре-
ляционной длины для одномерной модели
адсорбции (одномерного решеточного газа
с оборванными концами) в рамках моде-
ли Изинга. Получены зависимости корре-
ляционной длины и времени релаксации от
температуры и числа частиц [14]. Прово-
дится анализ компьютерного моделирова-
ния двумерной и трехмерной модели Изин-
га с целью создания алгоритма тестирова-
ния псевдослучайных последовательностей
и хеширования данных [15,16].

С возрастанием производительности
компьютерных технологий точность иссле-
дований непрерывно повышалась, прежде
всего, путем увеличения числа элементов
в моделируемой решетке. Так, размерность

изучаемых решеток постепенно увеличива-
лась от 30×30 [17] до 60×60 [18], а так-
же 20× 20× 20 [19]. С увеличением числа
элементов появляется возможность иссле-
довать модель Изинга, которая более реа-
листично описывает существующие магне-
тики с учетом взаимодействия не только с
ближайшими, но и с более дальними со-
седями. Работы ряда зарубежных коллег
посвящены изучению моделей с радиуса-
ми взаимодействия 2 и 3, однако размеры
кубических решеток в них не превышали
15000 элементов, то есть в решетке вдоль
каждого ребра рассматривалось по 70 ато-
мов [19–21].

Данная работа посвящена исследова-
нию фазового перехода в зависимости от
размера решеток. При выборе оптималь-
ных двумерных и трехмерных решеток ис-
следуется температура фазового перехода
с учетом ближних и дальних взаимодей-
ствий между спинами.

Модель Изинга
Двумерная модель Изинга описывает-

ся решеткой, в узлах которой расположены
спины, принимающие только два значения:
+1 или –1 (направление спина "вверх"или
"вниз"). Гамильтониан системы [22] при
нулевом внешнем поле имеет вид:

Ĥ = −J

ρ

∑
|i−j|6r,

SiSj,

где ρ – геометрическое расстояние между
спинами,
r – радиус корреляции,
J – коэффициент взаимодействия между
спинами.

Для трехмерной модели гамильтониан
модифицируется следующим образом:

Ĥ = −J

ρ

∑
|i−j|6r,|i−k|6r,|k−j|6r

S<i,j>Sk.

Если при этом учитывается действие
внешнего поля, то гамильтониан преобра-
зуется к виду:

Ĥ = −J

ρ

∑
|i−j|6r,

SiSj − h
∑
i

Si,

где h — величина поля.
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Аналогично для трехмерной модели.
Вероятность нахождения спина в каждом
i-м состоянии определяется распределени-
ем Гиббса:

Pi =
1

Z
exp (− 1

kT
Hi),

где k – коэффициент Больцмана,
T – температура,
Z =

∑
i Pi – нормировочная константа.

В случае, когда исследуемая величина
имеет вероятностный характер, для реше-
ния задачи удобно воспользоваться неде-
терминированными численными методами.
Одним из таких методов является метод
Монте-Карло и его модификации.

Метод Монте-Карло
Методы Монте-Карло — численные ме-

тоды решения математических задач и пря-
мое статистическое моделирование (физи-
ческих, химических и других процессов)
при помощи получения и преобразования
случайных чисел. Основное преимущество
методов Монте-Карло по сравнению с дру-
гими аналитическими и численными мето-
дами заключается в том, что с их помо-
щью можно исследовать физические явле-
ния любой сложности, которые нельзя или
очень сложно решить другими способа-
ми. Кроме того, этот метод имеет простую
структуру. Алгоритм составляется для од-
ного случайного испытания (шага модели),
а затем испытание повторяется большое
число раз, причем все шаги должны быть
независимыми.
Впервые этот метод был исследован в 1873
году А. Холлом [23] для эксперименталь-
ного определения числа π путем бросания
иглы на лист линованной бумаги. А в 1949
году Н. Метрополис и С. Улам [24] ис-
пользовали метод Монте-Карло для реше-
ния линейных интегральных уравнений.
Методы Монте-Карло применяются для
расчета физических задач (перенос энер-
гии и вещества, ядерная физика, статисти-
ческая физика и в других областях). Ча-
сто эти методы используются для вычис-
ления интегралов (в том числе интегралов
по траекториям). И. М. Соболь [25] приво-
дит пример решения методом Монте-Карло

задачи о рассеянии частиц.
В статистической физике метод Монте-
Карло начал применяться достаточно дав-
но [26]. Он позволяет проводить «экспе-
рименты» на эффективных «кристаллах»
с любым гамильтонианом взаимодействия,
что помогает исследовать такие явления,
как фазовые переходы. При численных
расчетах методом Монте-Карло сначала за-
дается начальная конфигурация перемен-
ных модели, хранимых в памяти компью-
тера [27]. Затем последовательно произ-
водятся псевдослучайные изменения пере-
менных так, чтобы получаемая плотность
вероятности появления некоторой конфигу-
рации С была пропорциональна больцма-
новскому фактору:

p(C) ∝ e−βĤ(C),

где Ĥ(C) – действие на конфигурации,
β - обратная температура.

После этого конфигурация C заменя-
ется на некоторую новую конфигурацию
C ′, для которой снова вычисляется H(C ′)
и сравнивается с H(C). Если действие
уменьшается, то есть H(C ′) имеет боль-
ший больцмановский вес, чем H(C), то за-
мена конфигурации C на C ′ принимается
(условие теплового рановесия с окружаю-
щей средой) [28].
Используя описанный метод как основу
для нахождения зависимости средней на-
магниченности от температуры для дву– и
трехмерных решеток Изинга, мы составили
компьютерную программу, алгоритм кото-
рой рассмотрен ниже.

Алгоритм решения
1. Установка значений параметров. При

решении задачи предполагалось, что кон-
станта взаимодействия между спинами J и
коэффициент Больцмана равны 1.

2. Инициализация решетки. Двумерная
(трехмерная) решетка представлена дву-
мерным (трехмерным) массивом, элементы
которого – значения спинов в данном уз-
ле. Решетка считается периодической, то
есть учитывается выход за ее границы при
подсчете энергии взаимодействия с сосе-
дями. Начальное состояние решетки зада-
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ется при T → ∞ («горячий» старт, β =
= 0). В этом случае вероятность того, что
спин примет значение +1, равна 0.5, то
есть спины расположены хаотически, а на-
магниченность обращается в ноль. Поэто-
му в начале счета спины решетки задава-
лись так, чтобы каждый спин был направ-
лен в противоположную сторону по отно-
шению к своим соседям.

3. При охлаждении и действии внеш-
него поля конфигурация решетки меняет-
ся, поэтому конфигурацию решетки нужно
изменить до нужной температуры. Направ-
ления спинов решетки меняются в соответ-
ствии с формулами (см. шаг 4). Измерения
при этом не производятся.

4. Далее для каждого узла решетки вы-
числяем значение энергии Н и вероятно-
сти P (S) = exp(−βH(S))

exp(−βH(+1))+exp(−βH(−1))
(где S

— значение спина в рассматриваемом уз-
ле). Затем, согласно алгоритму Монте-Кар-
ло, генерируется псевдослучайное число x
из отрезка [0, 1] и сравнивается с полу-
ченными значениями вероятностей. В слу-
чае, когда x > P (+1), значение спина при-
нимается равным –1, иначе +1.

5. Следующий шаг - для определенно-
го значения внешнего поля и температуры
вычислить среднее значение намагничен-
ности по всей решетке. Однако, чем боль-
ше решетка, тем более длительным стано-
вится время счета. Например, для трехмер-
ной решетки размера 100×100×100 с ради-
усом корреляции 1 время вычисления на-
магниченности в одной точке занимает де-
вять минут, а при радиусе корреляции 2
— уже сорок три минуты. Поэтому вста-
ет необходимость распараллеливания вы-
числений. Намагниченность здесь – алгеб-
раическая сумма спинов системы. Распа-
раллеливание осуществлялось следующим
образом:

5.1. Решетка разбивается на равные ку-
бические части.

5.2. Каждому компьютеру в зависимо-
сти от его номера выделяется определен-
ная часть решетки.

5.3. Каждый компьютер выполняет ша-
ги 3–4 для своей части решетки и вычис-
ляет сумму спинов на ней.

5.4. Результаты пересылаются «главно-
му» компьютеру.

5.5. Получив результаты от всех
остальных узлов, «главный» компьютер
складывает их и проводит нормировку по
всей решетке.

Поскольку метод Монте-Карло являет-
ся статистическим, то для каждой конфи-
гурации осуществлялось несколько изме-
рений, а потом по ним проводилось усред-
нение.

В задаче исследовалась зависимость на-
магниченности от температуры решетки
при различных параметрах. При фазовом
переходе наблюдается резкий скачок кри-
вой намагниченности – спины выстраива-
ются в одну сторону, что и продемонстри-
ровано полученными результатами.

Результаты и их обсуждение
Исследования проводились для решеток

размером 50×50, 600×600, 200×200. Боль-
шие решетки были рассчитаны при помо-
щи параллельных вычислений на класте-
ре «Сергей Королев»К̇аждый «узел» счи-
тал сумму спинов по своей части решетки.
Нормировка проводилась на главном вы-
числительном узле с учетом размеров всей
решетки в целом после сложения резуль-
татов, полученных от каждого «узла». Гра-
фики намагниченности для разных разме-
ров решетки (прочие параметры не меня-
лись) представлены на рисунке 1. Видно,
что для двумерной решетки с увеличени-
ем ее линейных размеров точность расче-
тов повышается, и фазовый переход про-
слеживается более четко. Так, для решет-
ки размера 50 × 50 кривая намагниченно-
сти плавно опускается вниз, и фазовый пе-
реход почти незаметен. В случае решеток
200× 200 и 600× 600 наблюдается уже бо-
лее резкий скачок кривой намагниченно-
сти. Температура фазового перехода здесь
– 2.23 К, что согласуется с теоретически-
ми результатами [4].
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Рис. 1. Зависимость намагниченности (|M |) от температуры (T ) для различных разме-
ров двумерной решетки: сплошная линия – 600 × 600, пунктирная – 50 × 50, точки –
200 × 200
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Рис. 2. Зависимость намагниченности (|M |) от температуры (T ) для трехмерной решетки:
сплошная линия – 300 × 300 × 300, точки – 60 × 60 × 60

Аналогично была просчитана трехмер-
ная модель для решеток размером 60 ×
× 60× 60, 300× 300× 300, результаты вы-
числений представлены на рисунке 2. Как
видно, здесь размер решетки имеет суще-
ственное значение - области фазовых пе-
реходов заметно отличаются.

В статье [29] представлены результа-
ты исследования двумерной модели Изинга
с дальним радиусом взаимодействия. Бы-
ло показано, что радиус корреляции су-
щественно влияет на температуру фазово-
го перехода. Так, если учитывать взаимо-
действие лишь с ближайшими спинами, то
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температура фазового перехода составляет
примерно 2.5 К, а если радиус взаимодей-
ствия равен двум, то критическая темпе-

ратура принимает значение уже 6.4 К, то
есть увеличивается в два с половиной
раза.
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0.8
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Рис. 3. Зависимость намагниченности (|M |) от температуры (T ): для решетки
120 × 120 × 120 при радиусах корреляции 1 (сплошная линия) и 2 (штрих-пунк-
тирная линия). Для двумерной модели 120 × 120: радиус корреляции 1 (точки), радиус
корреляции 2 (пунктир)
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Рис. 4. Зависимость намагниченности (|M |) от температуры (T ) для кубической решетки
120 × 120 × 120 для значений внешнего поля: h = 0.1 Тл (пунктир), h = 0.5 Тл (сплош-
ная линия). Радиус корреляции 2

С помощью разработанной программы
исследована зависимость фазового перехо-
да от корреляционного радиуса в случае
трехмерной решетки. Здесь разница стано-
вится еще более существенной — темпе-

ратура возрастает в пять раз. На рисун-
ке 3 представлены зависимости намагни-
ченности для двумерной и трехмерной ре-
шеток для радиусов корреляции 1 и 2. В
случае трехмерной решетки даже при уче-
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те взаимодействия только ближайших со-
седей кривая намагниченности имеет более
резкий скачок, чем для двумерной модели.
Таким образом, трехмерная модель лучше
подходит для описания фазовых переходов.

Также нами была исследована двумер-
ная модель Изинга во внешнем постоян-
ном магнитном поле [30]. Было показа-
но, что под действием внешнего поля тем-
пература фазового перехода повышается.
Аналогичных результатов следует ожидать
и для трехмерной модели. На рисунке 4
представлены графики зависимости намаг-
ниченности от температуры для кубиче-
ской решетки 120×120×120 для различных
значений внешнего поля. Полученные при
данном исследовании результаты аналогич-
ны таковым для двумерной модели.

Заключение
В ходе работы с помощью разработан-

ной параллельной программы были прове-
дены исследования двумерной и трехмер-
ной моделей Изинга для различных разме-
ров решеток. Было показано, что размер
решетки существенно влияет на темпера-
туру и динамику фазового перехода. При
малых размерах решетки (меньше 80 уз-
лов на ребре) система испытывает силь-
ные флуктуации в окрестности критиче-
ской температуры. При увеличении разме-
ра решетки (до 300 узлов на ребре) флук-
туации исчезают, и наблюдается классиче-
ский фазовый переход в модели Изинга.

Проведены исследования моделей, в ко-
торых учитываются взаимодействия всех
спинов в пределах заданного радиуса кор-
реляции. Было выяснено, что температу-
ра фазового перехода повышается как в
двумерной, так и в трехмерной модели
при увеличении радиуса корреляции. Для
трехмерной решетки рассматривался также
случай отличного от нуля магнитного по-
ля, при этом случае температура фазового
перехода увеличивается.

В дальнейшем предполагается исследо-
вание явного вида зависимости критиче-
ской температуры в трехмерной модели
Изинга от радиуса корреляции и величины
внешнего магнитного поля.
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